
Probleme de colorare

Stelu̧ta Monea (1 &Mihai Monea (2

REZUMAT. Acest material, cu caracter introductiv, se adreseaz¼a elevilor
din clasele IV-V care doresc s¼a se preg¼ateasc¼a în vederea particip¼arii

la olimpiada de matematic¼a. Materialul a fost prezentat în cadrul taberei
care se def¼aşoar¼a cu ocazia etapei �nale a concursului ViitoriOlimpici.
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Introducere

Problemele de colorare reprezint¼a o tem¼a foarte des întâlnit¼a în concursurile şcolare. De
aceea, acest material doreşte s¼a prezinte câteva exemple, uşor de îņteles, de orice elev de
clasa a V-a.
Din punct de vedere tehnic, aceste probleme se pot solu̧tiona �e prin construçtie direct¼a

a solu̧tiei, �e prin utilizarea unor principii matematice cunoscute, cum ar � principiul
cutiei. Urm¼atoarea problem¼a este sugestiv¼a în acest sens:

Problema 1. Toate punctele de pe o foaie de hârtie se coloreaz¼a cu una dintre culorile
roşu sau albastru. Demonstraţi c¼a putem construi un segment care s¼a aib¼a capetele de
aceeaşi culoare.

Prima soluţie. Aceasta este o solu̧tie prin care construim concret segmentul c¼autat. Ast-
fel, alegem la întâmplare un segment cu capetele oarecare. Dac¼a aceste capete sunt la fel
colorate, atunci problema este rezolvat¼a. În caz contrar, alegem la întâmplare un punct
interior acestui segment, de exemplu mijlocul s¼au. Se ob̧tin astfel dou¼a segmente, dintre
care unul are capetele de aceeaşi culoare.

A doua soluţie. Folosim principiul cutiei şi alegem la întâmplare 3 puncte. Atunci, cel
pu̧tin dou¼a vor avea aceeaşi culoare. Le unim şi ob̧tinem un segment ca în problem¼a.

Nu toate problemele se pot rezolva în ambele metode, �ecare problem¼a având speci�cul
s¼au. Sunt cazuri în care trebuie s¼a combin¼am cele dou¼a variante, cum ar �problema care
urmeaz¼a.

Problema 2. Toate punctele de pe o foaie de hârtie se coloreaz¼a cu una dintre culorile
roşu sau albastru. Demonstraţi c¼a putem construi un triunghi care s¼a aib¼a toate vârfurile
de aceeaşi culoare.

Soluţie. Pentru un triunghi avem nevoie de trei puncte. Conform principiului cutiei,
num¼arul minim de puncte pe care trebuie s¼a îl alegem pentru a � siguri c¼a avem cel pu̧tin
trei de aceeaşi culoare, este 5: Doar c¼a trebuie ca aceste trei puncte s¼a nu �e pe aceeaşi
linie. De exemplu, putem alege 5 puncte situate pe acelaşi cerc.

Probleme rezolvate

În a doua parte a acestui material, prezent¼am o seleçtie de probleme, pe care le consi-
der¼am extrem de utile pentru formarea unor deprinderi ini̧tiale în acest¼a tem¼a extrem de
frumoas¼a, dar di�cil¼a.

Problema 3. Toate punctele de pe o foaie de hârtie se coloreaz¼a cu una dintre culorile
roşu, galben, verde sau albastru. Se aleg la întâmplare câteva puncte şi se unesc oricare
dou¼a, formându-se toate segmentele posibile. Care este num¼arul minim de puncte pe care
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trebuie s¼a îl alegem pentru a � siguri c¼a vom avea cel puţin un segment cu capetele de
acceaşi culoare?

Soluţie. Avem patru culori la alegere. Dac¼a alegem un num¼ar de puncte cel mult egal cu
4; atunci pot �puncte de culori diferite. Prin urmare, sunt necesare minim 5 puncte.

Problema 4. Toate punctele de pe o foaie de hârtie se coloreaz¼a cu una dintre culorile
roşu, galben sau albastru. Demonstraţi c¼a putem construi un triunghi care s¼a aib¼a toate
vârfurile de acceaşi culoare.

Soluţie. Avem la dispozi̧tie trei culori. Pentru un triunghi sunt necesare trei puncte. Şase
puncte pot � alese astfel încât s¼a avem câte dou¼a de �ecare culoare. Dac¼a avem şapte
puncte, atunci sigur avem cel pu̧ti trei de aceeaşi culoare. Deci num¼arul minim ar � şapte.
Trebuie îns¼a s¼a ne asigur¼am c¼a se ob̧tine triunghiul şi atunci putem alege cele şapte puncte
ca �ind situate pe un cerc.

Problema 5. Se consider¼a o mulţime format¼a din 6 puncte reprezentate de vârfurile unui
triunghi şi mijloacele laturilor sale. Aceste puncte se coloreaz¼a. Care este num¼arul minim
de culori utilizate pentru a nu putea forma un triunghi cu vârfuri de aceeaşi culoare?

Soluţie. Evident putem realiza o colorare cu trei culori, având câte dou¼a puncte de ceeaşi
culoare. Dac¼a folosim doar dou¼a culori, g¼asim trei puncte de aceeaşi culoare care nu sunt
pe aceeaşi latur¼a şi care pot forma un triunghi. Deci num¼arul minim de culori este 3:

Problema 6. Se consider¼a o mulţime format¼a din 6 puncte reprezentate de vârfurile
unui dreptunghi şi mijloacele a dou¼a laturi opuse. Aceste puncte se coloreaz¼a. Care este
num¼arul minim de culori utilizate pentru a nu putea forma un triunghi cu vârfuri de
aceeaşi culoare?

Soluţie. Evident putem realiza o colorare cu trei culori, având câte dou¼a puncte de aceeaşi
culoare. Spre deosebire de problema anterioar¼a, putem folosi doar dou¼a culori, dac¼a
color¼am la fel capetele unei laturi şi mijlocul s¼au. Deci num¼arul minim este doi.

Problema 7. Toate punctele de pe o foaie de hârtie se coloreaz¼a cu una dintre culorile
roşu sau albastru. Demonstraţi c¼a putem construi un segment care s¼a aib¼a vârfurile şi
mijlocul de aceeaşi culoare.

Soluţie. Putem alege un segment, având capetele de aceeaşi culoare, conform primei pro-
bleme. S¼a presupunem c¼a sunt roşii. Dac¼a mijlocul e roşu atunci problema este �nalizat¼a.
În caz contrar, �e A;B capetele şi C mijlocul. FieD;E mijloacele segmentelor AC şi CB:
Dac¼a aceste puncte sunt simultan albastre, atunci segmentul DE este solu̧tia problemei
noastre.
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Dac¼a ambele sunt roşii, atunci construiesc F;G; mijloacele segmentelor AD şi EB:
Dac¼a unul dintre puncte este roşu atunci este mijlocul unui segment cu capete roşii. Dac¼a
ambele sunt albastre, atunci segmentul FG este solu̧tia problemei.
Presupunem c¼a unul dintre D şi E este roşu şi cel¼alalt albastru. Fie D cel roşu.

Atunci segmentele DB şi CE au acelaşi mijloc şi �ecare are capete de aceeaşi culoare.
Unul dintre ele va � solu̧tia problemei.

Problema 8. Se consider¼a o mulţime format¼a din nou¼a puncte reprezentate de vârfurile
unui p¼atrat, mijloacele laturilor sale şi centrul s¼au. O parte din puncte se coloreaz¼a cu
albastru, iar restul cu roşu. Care este num¼arul minim de puncte colorate cu albastru astfel
încât s¼a �m siguri c¼a g¼asim un p¼atrat cu toate vârfurile albastre?

Soluţie. Cele nou¼a puncte sunt aliniate pe 3 linii şi 3 coloane. Trebuie cel pu̧tin patru
puncte albastre. Dac¼a alegem patru puncte, astfel încât trei s¼a �e pe aceeaşi linie, nu
putem forma un p¼atrat. Nici cinci puncte nu sunt su�ciente, deoarece le putem alege
pe acelea de pe prima linie şi prima coloan¼a. Dac¼a aceast¼a alegere o complet¼am cu un
al şaselea punct care nu e în centru sau în coļt, atunci observ¼am c¼a nu ajung nici şase
puncte. Şapte puncte pot � distribuite în dou¼a variante generale. Dac¼a avem dou¼a linii
sau coloane cu câte 3 puncte atunci putem ob̧tine un p¼atrat. Dac¼a avem o coloan¼a cu
3 puncte pe mijloc şi dou¼a cu câte dou¼a puncte atunci de asemenea putem ob̧tine un
p¼atrat.

În încheiere, recomand¼am, tuturor celor interesa̧ti, s¼a aprofundeze aceast¼a tem¼a, folosind
unele materiale mai avansate cum ar � cele din bibliogra�e.
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